Egy megfaragott gerenda felhasznalasarol — 2. rész

Dolgozatunk 1. részében egy egyszeriibb feladatot oldottunk meg — Id.: *)!
Az alabbiakban a kovetkezo keresztmetszet - alaku fagerendakkal dolgozunk — 1. ébra.
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1. abra
1. Feladat

Hatarozzuk meg, hogy a y1 és y2 sz0g alatt megfaragott gerenda milyen feltételek mellett
alkalmas a @1 és @2 tetéhajlasokat megvalosito élszarufanak!

Megoldas

Itt is tamaszkodunk a ** ) korabbi dolgozatunkban kozoltekre. Eszerint:

sin ¢ sin ¢ tg 1 tge,

t =— , t = - = . 1
811 tg ey 812 tge; tgy. tg& (1)
Majd:
tg =sine - tgp,; =sing, "tge, . (2)
Azonossaggal:

. _ tg o _ singq-tg @ . sin &y tg @,
Sln(p_J1+tg2¢_\/1+(sin81-tg<p1)2 J1+ (siney tg,)? (3)

Most (1) és(2) - vel:
_sing 1 sine;-tg ¢4 _ cos e tg @,
th1 tgeq tgeq \/1 + (sin £ tg(pl)z \/1 + (Sin €1 tg<01)2 ) ( 4 / 1 )




__sing 1 sineg, - tg @, . Ccos &, " tg @,
gy, = = ' —— == . = . (4/2)
tge, tg e, \/1 + (sin &y tg 7) \/1 + (sin &, tg 3)
Most (4 /1) - et négyzetre emelve és rendezve:
_ cose tgey 2. _ cosPei-tgioy tg® @1
tgy1 = - - 2_>tg V1= in2 o . to2 - 1 sinZ g1~ tg2
J1+ (singq-tgpq) 1+ sin? &1-tg% @4 " 1 t8% 91
cosZgq cosZgq
ta2y, = tg® o1 _ tg® ¢1
171+ tg2 eq +tg2 g4 tg2% @4 1+tg2e;- (1+tg2¢q)
tg? @ tg? ¢
1+ tg%e (1 + tg2ey) = gz > gz t—-1=tg%e (1 + tg%¢y) -
tg“ 11 tg“ 11
o1y
g v1
tg?g = 21— 5/1
& & 1+ tg? ¢, ( )
Indexcserével:
o2 g
tg-v2
tg?e, = 212 5/2
& & 1+tg? @, ( )
Majd (1/3) - bol:
tge: _tevs _, e _ 8y, (6)
tge;  tgy: tg?e;  tg?ye
ezutan (5/1),(5/2)és(6)-tal:
tg? o _
g2y, R ) g9y _ ) ) tg2 @3 — tg’y2 )
1+1tg2 gy =tg Y1 N 1+tg <p1.tg2y2 =tg Y1 - 1+tg P1 . tg2y, — 8”11
8201, tg?y,  1+tgle, BIe1 g tgly,  1+tgle, Blei-t’vi gy,
tgev1 tg? vy, tg2y
1+tg2 ¢,

1+tg’¢q tgfp—te’y, te'vi _te’va | 18ea-tg'y,  1+tgter |
1+tg%2 ¢, tg?e1—tg?y: g’y tg’y tg? ¢y —tg?y; 1+1tg% ¢,

tg® o —tg’y, _ cos® oy
tg2 ; —tg2y;  cos2g,
1—cos? @, —cos? @, - tg?y, =1 —cos? @, —cos? @, - tg?y, —

cos?¢p, cos?q,

— sin® @, — cos® @, - tg?y, = sin® ¢, — cos® @, -tg¥y; -

cos? @, - (1 +tg?y,) = cos? ¢, - (1 +tg%y,) —
cos ¢, cos ¢4 cosy; cos ¢4

= O, SN S (7)

CoS V> cosYy; Cos Yy COS @y

cos2y, cos?y,

Tehat a ( 7)) egyenlet teljesiilése a ( sziikséges ) feltétele annak, hogy a y1 és y» szog alatt
megfaragott gerenda alkalmas legyen egy ¢ és @2 tet6hajlasokat megvalosito élszarufa -
nak.



2. Feladat
Egy 1 és y2 szOg alatt megfaragott gerenda alkalmas a @1 €s @2 tetOhajlasokat megvaldsito

¢lszarufanak. Hatarozzuk meg, hogy mekkora lesz ekkor az ereszsarokban metszddo ere -
szek kozbezart — 180° - nél kisebb — szoge!

Megoldas

Kiindulunk az (5/ 1) egyenletbol:

_tg22<p1 - 2 (2 (2
2 g2y, 2 tg” ¢4 sin® ¢4 2 sin“ ¢, .2
tgc &, = =———— = coS ( —1)= — COoS = — (1 —sin
& 8T 1 figre, P17 g7y, tg2 v, 1= gy, ( 1)
. 1 . 1+tg2y,
to? &, = sin? ( +1)—1=51n2 =11 5
& &1 P17 gy, 1 gy,
sin2 1 sin?2 sin? sin ,
1+ tgle =22 =%, cos2g =T 5 cose; = 2 | tehat:
sin?y; cos?g;  sin?y; sinZ ¢, sin ¢

sin sin
cosg = —1 —>£1=arccos(, h). (8/1)

sin ¢4 sin ¢4
Indexcserével:

sin sin
cose, = —12 —>82=arccos(,—y2). (8/2)

sin @, sin @,
Majd:

sin sin ,
£ =& + &, = arccos (—h) + arccos (—yz) , tehat:
sin ¢4 sin @,
sin sin
£ = arccos (— yl) + arccos( _ yz) ) (9)
sin ¢4 sin ¢,

Tehat a p1 és y2 szOg alatt megfaragott gerenda esetén, amely egy @1 és ¢ tet6hajlasokat
megvalositd élszarufa, az ereszsarokban metszddo ereszek kdzbezart — 180° - nal kisebb —
szogét a (9 ) képlet adja meg.

M1. A ( 8) képletekrdl leolvashato, hogy:

siny;
cos g = — Z;l.
l

<1 - siny; <sing; » ;< @; ,i=1,2. (10)



M2. Most lassuk képleteinket egy szampéldaban miitkodni!
SZAMPELDA

Adatok:

e =120°; ¢, =60°; @, = 45° .

sine sin120° °
&1 = — w1 = 1poe s T = 0,7029137098 — & = 35,10390936° .
tgp2 tg4s°
& =¢&— & =120°—-35,10390936° = 84,89609064°, tehat:
g, = 84,89609064° .

tgp = sing ~tgp, = sing, " tgp, —

tg¢ = sing; - tgp, = sin35,10390936° - tg60° = 0,9960349977 ;
tgp = sineg, - tgp, = sin 84,89609064° - tg45° = 0,9960349977 ;
¢ = 44,88618556° .

sin ¢ = sin44,88618556° = 0,7057007641 ;

tgy, = S0 _ Q7057007641 _ 4 603965002 — y, = 45,11336405° .
tgey 0,7029137098

sin¢g _ sin44,88618556°

tgy, = = = 0,06303064994 — y, = 3,60661907° .

tge,  tg84,89609064°

A megfelelés vizsgalata:
CoS Y, COS ¢4 CcoS Y4 €0s45,11336405°

= - = —=0,7071067812 ,
COS V> COS @, COSY> €c0s 3,60661907

o, L0591 0860 _ 57071067812 |

COS Q> Ccos 45°

tehat a megfelelés feltétele numerikusan is pontosan teljestil.
( Ezért a sok tizedesjeggyel valé munka. )

sin sin
£ = arccos (_)/1) + arccos (—YZ) =
sin ¢4 sin ¢,
sin 45,11336405° sin 3,60661907° ,
= arccos( : ) + arccos( : ) = 120°, tehat:
sin 60° sin 45°

e =120°.

Visszakaptuk a bemend adatot, tehat szamitasunk helyes.

Az (A),(a),(b),(c),(d) és(e)szerinti eredményvazlat a 2. abran lathato.

(A)

(b)

(c)

(d)
(e)

(1)
(2)

(9)



\Z
(2 :

€

2. abra

Itt (¢) az élgerinc ereszsikba forgatott hajlasszoge.

Elég szokatlan / sajatos lett az elrendezes, de ezt adtak az eredmények; pedig a bemend
adatok nem is annyira szokatlanok. A furcsa eredményért a ,,felelds”: a kozel derékszogii
& sz0g. A szamitassal kapott eredményeket szerkesztéssel ellendriztiik: rendben vannak.

M3. Enyhén sz6lva meglepd a ( 7 ) kapcsolat. Ez inkdbb csak gyors ellenérzésre valo:
0O - e a gerenda megfaragésa céljainknak. Tegyiink néhany probat!

cosy; cos @y ,

1)Legyen: o, =@, =@ > Y1 =Y, =V « COSY,  COS@g

sin sin sin £ siny
—h) + arccos( ]/2) =2- arccos( y) - &2 = E = arccos (s_) ;
S )

&= arccos(

ne; sin @, sin @ n e
tovabba adatfelvétellel:
£ =120° - = = 60° = arccos (ﬂ) - cos60° =L =2, siny = l-sin‘P -
2 sin ¢ sin @ 2 2
¢s megint adatfelvétellel:
= 45° > siny =Ll.gin45°e=2.L 5 y = arcsin(l -i) = 20,70°
2 > N > 72 YA

Arra jutottunk, hogy egyenléen 45° - os tet6hajlasok és 120° - 0s ereszsarok - szog esetén
a megfaragasi szogek is egyenldk, és 20,7° - osak.

Ennek a feladatnak az (is ) egy megszivlelendo a tanulsaga, hogy ( 7 ) sziikséges, de nem
elégseéges dontési feltétel. Utobbit ( 10 ) szolgaltatja.



2.) Hatarozzuk meg, hogy 45° - os megfaragasi szogekkel milyen kontytetok élgerincei
valosithatok meg!

Ekkor:y; =y, =y =45° - o, =@, =@ ;

ny £ siny sin 45°
= &, = 5 = arccos m = arccos - ’

si
£ = 2-arccos( :

sing sing
£ sin 45° 1 1 £ . 1
cos— = == - cos--sing =— . 11
2 sin @ V2 sing 2 4 V2 (11)

Tehat olyan kontytetdk ¢lgerincei valosithatok meg 45° - os megfaragasi szogekkel,
amelyek kielégitik a ( 11 ) egyenletet.

Példaul: £ = 90° — £ =45° > cos45° —}, iy (h) - val is:
1, 1 . o
5-51ng0=5—>51ng0=1—>g0=90; (h)

ez a hajlas azonban mar nem tetéhoz, inkabb falhoz tartozik, igy ez nem valosithatdé meg.
Tanulsag: 45° - os megfaragasi szogekkel és derékszogli ereszsarokkal tetd nem épithetd;
illetve, ha mégis, az hagyomanyosan nem nevezhet6 tetének.

3.) Hatarozzuk meg, hogy azonos tet6hajlasokkal, derékszogil ereszsarokkal milyen
kontytetok — illetve ezek élszarufai — épitheték meg!

Az el6zok alapjan:

=@, =@ D> Y=V =Y > == arccos( iny) - cosZ =32
Pr=¢2=09 Yi=V2=Y 12 =55 sing 2 " sing
1 _ siny . __sing _ . (51n<p) o o
7= smg SNy =-—g - y=arcsin , 0°< @ <90°. (12)

Tehat: azonos tetéhajlasokkal, derékszogl ereszsarokkal olyan kontytetok — illetve ezek
¢lszarufai — épithet6k meg, amelyekre — (1) szerint — a megfaragasi szog kisebb 45° - nal.

4.) Irjuk le egyetlen képlettel p1 és y. fiiggését g1, @2 és & - tol!

toe, = sin e - & arct e
& cose + 221 1 & cose+-22L )’
tg @2 tg2
sinyq . . . sing
COS & = — — SIny; = SIn@; " C0OS & = SIn ¢4 * cos |arctg T tge1 -
S @ cose+ >~ T80



Y1 = arcsin {sin @, * COS [arctg (Sl—nfgm»} ; (13/1)
cos &€ +@
indexcserével:
Y, = arcsin {sin @, " Cos [arctg (%)]} : (13/2)
cos &€ +@
Most nézziik, hogyan miikodnek e képletek, ismét az ( A ) adatokkal dolgozva!
SZAMPELDA
Adatok:
€ =120°; ¢, =60°; @, =45° . (A)
= arcsin {sin ¢, - cos |arctg [ —225 =
)/1 B (pl g COSE+E§—£; N
= arcsin {sin 60° - cos [arctg( sin izozgwo)n = 45,11336405°, tehat:
c0s120° + tg45°
y1 = 45,11336405°; (i)
hasonl6an:
= arcsin{sin @, - cos |arctg | —2 =
)/2 - <p2 g COSS+% -
= arcsin {sin 45° - cos [arctg( on 120:g450>]} = 3,60661907°, tehat:
€c0s120° + tg60°
Y, = 3,60661907° . ()

Ordémmel allapitjuk meg, hogy a (d ) és (e ), valamint a (i) és (j ) eredmények meg -
egyeznek, minden kiirt szamjegyre. ( Aki nem hiszi, jarjon utana! )

A (13 ) képletek elsé pillantasra ijesztéek lehetnek; azonban az, hogy nem kell a sok
tizedesjegynyi szamot sokszor beirni, feledteti a kezdeti idegenkedést. A tudomanyos
kalkulatorok még birjak ezt az adatmennyiséget; mi is azzal dolgoztunk.

M4. **) irasunkban az élgerinc hajlasszogét ¢ - vel jeldltiik; ez itt ¢ - re valtozott.

M5. A vapak és az ¢élek kozti rokonsagot itt is felhasznalhatjuk.



M6. Ebben a dolgozatban felallitottuk, hogy mik az élszarufak megfaragasanak a sziiksé -
ges ¢€s elégséges feltételei. E képletek szépek, egyszertiek és konnyen alkalmazhatoak.
Ajanlott olvasmanyok:

*) Egy megfaragott gerenda felhasznalasarol 1.pdf
**)

https://www.galgoczi.net/anyagok/Az%200tszoq%20keresztmetszetu%20elszarufa%20ker
esztmetszetenek%20kialakitasarol.pdf

Osszeallitotta: Galgéczi Gyula
ny. mérnoktanar
Szddliget, 2025. 03. 19.
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